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บทที่ 1 

 

บทน าและความรู้เบื้องต้น 

 

1.1 บทน า 

 

 ในงานวิจัยนี้เราได้ศึกษาการระบายสีจุดของกราฟ โดยเราเรียกกราฟดังกล่าวว่ากราฟวง

แหวนนริมติ (magic ring graphs) ซึ่งเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ ,m nA  เมื่อm และ n เป็นจ านวนเต็ม

บวกโดยที่ 3m   โดยมีวัตถุประสงค์เพื่อหาจ านวน b  โครมาติค ของกราฟดังกล่าว        

 

1.2 ความรู้เบื้องต้น 

 

บทนิยาม 1.2.1 กราฟ G ประกอบด้วยเซตจ ากัด 2 เซต คอื 

  1. เซตที่ไม่เป็นเซตว่างของจุดยอด  Vertices เขียนแทนด้วย ( )V G  

  2. เซตของเส้นเช่ือม  Edges  ที่เช่ือมระหว่างจุดยอด เขียนแทนด้วย ( )E G  

ข้อสังเกต ( )V G ต้องไม่เป็นเซตว่าง แต่ ( )E G อาจเป็นเซตว่างได้ 

บทนิยาม 1.2.2 จุดยอดu และจุดยอด v ของกราฟ เป็นจุดยอดประชิด   Adjacent Vertices   

ก็ต่อเมื่อ มีเส้นเชื่อมระหว่างจุดทั้งสอง และเราเรียกจุดยอด u และ v ว่า จุดปลาย   End Point  

ของเส้นเช่ือมนั้น เส้นที่มีจุดปลายเป็นจุดu และv เขียนแทนด้วยuv    

บทนิยาม 1.2.3 ถ้าจุดu และv ของกราฟที่มเีส้น uv เชื่อมแลว้ จะเรียกu หรอื v ว่าเป็นจุดที่ 

อินซิเดนท์  Incident  กับเส้นuv    

บทนิยาม 1.2.4 มัลติเพิลเอดจ์   Multiple eage  คือเส้นที่มากกว่าหนึ่งเส้นซึ่งเชื่อมจุดคู่จุด

เดียวกัน 

บทนิยาม 1.2.5 ลูป  Loop  คือเส้นที่อยู่ในรูป vv    

บทนิยาม 1.2.6 ซิมเปิลกราฟ   Simple graph  คือกราฟที่ไม่มีมัลตเิพิลเอดจแ์ละไม่มลีูป 

บทนิยาม 1.2.7 ดีกรี  Degree  ของจุดยอด v ในกราฟ คือ จ านวนครั้งทั้งหมดที่เส้นเชื่อมเกิดกับ

จุดยอด v เขียนแทนด้วย  d v  

บทนิยาม 1.2.8 ให้ G เป็นกราฟใดๆ k คัลเลอร์ริง ( k coloring )ของกราฟ G คือฟังก์ชัน 

 : ( ) 1,2,...,c V G k  โดยที่ ( ) ( )c u c v  ทุก ( )uv E G  
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บทนิยาม 1.2.9 ให้G เป็นกราฟใดๆ ถ้าG  มี k คัลเลอร์ริง แล้วจะกล่าวว่าG เป็น k คัลเลอร์

ราเบิล ( k colorable )  

บทนิยาม 1.2.10 ให้G เป็นกราฟใดๆและ  : ( ) 1,2,...,c V G k เป็น k คัลเลอร์ริง ของกราฟG

ก าหนดให้ ชั้นสทีี่ i  เขียนแทนด้วย ic โดยที่  ( ) ( )ic v V G c v i    

บทนิยาม 1.2.11 ให้G เป็นกราฟใดๆ  : ( ) 1,2,...,c V G k เป็น k คัลเลอร์ริง ของกราฟG  และ

iv c จะเรียกจุด v ว่า b  เวอร์เทค (b vertex ) ถ้าทุกๆ j
c ที่ i j  มีจุด 

j j
v c  ประชิดกับ v  

บทนิยาม 1.2.12 ให้G เป็นกราฟใดๆ  : ( ) 1,2,...,c V G k เป็น k คัลเลอร์ริง ของกราฟG จะ

กล่าวว่า c เป็น b คัลเลอร์รงิ ( b coloring ) ถ้าทุกๆชั้นสขีอง c บรรจุจุดซึ่งเป็น b  เวอร์เทค   

บทนิยาม 1.2.13 จ านวนโครมาติค   Chromatic number  ของกราฟG เขียนแทนด้วย  G  

คือ จ านวนเต็มบวก k  ที่เล็กที่สุด ที่กราฟG เป็น k คัลเลอร์ราเบิล 

บทนิยาม 1.2.14 จ านวน b  โครมาติค ( ) chromatic numb ber ของกราฟG เขียนแทนด้วย  G  

คือ จ านวนเต็มบวก k  ที่ใหญ่ที่สุด ที่กราฟG ที่ม ี k คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ 

บทนิยาม 1.2.15 M ดีกรี ( )degM ree  ของกราฟ G เขียนแทนด้วย ( )M G  คือ จ านวนเต็มบวก  

r ที่ใหญ่ที่สุดที่กราฟG ม ี r จุดที่มีดกีรีอย่างนอ้ย 1r   

ประพจน์ 1.2.16 ให้G เป็นกราฟใดๆ แล้ว ( ) ( ) ( )G G M G    
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1.3 กราฟวงแหวนนิรมิต ( )  magic ring graphs  

บทนิยาม 1.3.1 ให้m  และ n  เป็นจ านวนเต็มบวกโดยที่ 3m   กราฟวงแหวนนิรมิต เขียนแทนด้วย

สัญลักษณ์  ,m nA  หมายถึง ซิมเปิลกราฟที่มี 

   
     

 

 

,

,

,

1,2,..., 1,2,...,

1,2,..., , 1,2,..., 1

1,2,..., , 1,2,..., 1

m n i i

i j

i j

V A u i m v i m

u i m j n

v i m j n

  

  

  

  

  

       

   

   

 

, 1 1

1 , 1,

, ,1

, , 1 , 1 1

1,2,..., 1,2,..., 1 ,

1,2,..., 1 2,3,..., , 1,2,..., 1

1,2,..., , 1,2,..., 1 , 1,2,...,

1,2,..., , 1,2,..., 2

m n i i i i m

m j i i j

i i j i i

i j i j i n i

E A u v i m v u i m v u

u v j n u v i m j n

v u i m j n v v i m

v v i m j n v v i





  

   

    

   

    

     

   

, 1 1 ,1 , , 1

, 1 1 , 1 1

1,2,..., 1

1,2,..., 1,2,..., , 1,2,..., 2

1,2,..., 1

m n i i i j i j

i n i m n

m

v v u v i m u u i m j n

u u i m u u

 

  

 

   

 

 

 โดยที่  ,i j                                                                                                     

   

   

รูป 1.1 กราฟ 
4,2A  
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รูป 1.2 กราฟ 
4,3A  

   

   

         
 

รูป 1.3 กราฟ 
5,4A  
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บทที่ 2 

 

ผลการศกึษา 

 

ในบทนีจ้ะกล่าวถึงการหาจ านวน b  โครมาติคของกราฟวงแหวนนิรมติ ,m nA    

2.1 จ านวน b  โครมาติคของกราฟ ,1mA    

บทตั้ง 2.1.1 ให้m เป็นจ านวนเต็มบวก  โดยที่ 3m  แล้วจะได้วา่ 

 ,1 2mV A m  และ   4d v  ส าหรับทุกๆ  ,1mv V A  

พิสูจน์ จากการก าหนด ,m nA  เห็นได้ชัดว่ากราฟ ,1mA  ประกอบด้วยจุดจ านวน 2m  จุด 

 คือ iu  และ iv  โดยที่ 1,2,...,i m  และแตล่ะจุดมดีีกรีเป็น 4                                                  

    

บทตั้ง 2.1.2  ,1 5mM A   ส าหรับทุก m  , 3m     

พิสูจน์ จากบทตั้ง 2.1.1 ได้วา่ 

 กราฟ ,1mA  มี 2m  จุด ที่มดีีกรีเป็น 4 

 เนื่องจาก 3m   

 ดังนัน้ 2 6m   

 จากบทนิยาม 1.2.15 ว่า 

 M ดีกรี ของกราฟ G  

 เขียนแทนด้วย ( )M G  คือ จ านวนเต็ม r ที่ใหญ่ที่สุด 

 ที่กราฟ G  มี r จุด ที่มดีีกรีอย่างน้อย 1r   

 เพราะฉะนั้น 5 คือ จ านวนเต็มที่ใหญ่ที่สุดของกราฟ ,1mA  

 ซึ่งมี 5r  จุดที่มีดกีรีอย่างนอ้ย 1r   

 ดังนัน้  ,1 5mM A   ส าหรับทุก  m  , 3m                                                                      
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รูป 2.1 กราฟ 
3,1A  ซึ่ง  3,1 5M A   

   

   

 
 รูป 2.2 กราฟ

5,1A   ซึ่ง  5,1 5M A   
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ทฤษฎีบท 2.1.3   ,1mA m     เมื่อ  3,4m   

พิสูจน์  พิจารณากราฟ 3,1A  

  
 

 

     

รูป 2.3 แสดงการระบายสีจุด 

ที่เป็น 3-คัลเลอร์รงิของ 3,1A ซึ่งเป็น b คัลเลอร์รงิ 
 

ก าหนด     3,1: 1,2,3f V A   โดย 

  if u i         เมื่อ 1,2,3i   

           
  1if v i    เมื่อ 2,3i     

  1 3f v   

และจะเห็นว่า 1 2 3, ,u u u  เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 1,2,3 ตามล าดับ 

ดังนัน้ f  เป็น 3-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ  

ต่อไปจะแสดงว่า ไม่มี 4-คัลเลอร์รงิ และ 5-คัลเลอร์ริง ของกราฟ 3,1A  ที่เป็น b คัลเลอร์ริง 
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พิจารณากราฟ 
3,1A  

 
 

รูป 2.4  

ถ้าให ้ 1v  เป็น b  เวอร์เทคของช้ันสีที่ 3 จะต้องลงสดีังนี้ 

 

 

หรอื 

 

 

         รูป 2.5                   รูป 2.6 

พิจารณารูป 2.5  

ถ้าตอ้งการให้จุด 1u เป็น b  เวอร์เทค จะต้องลงสีจุด 3u ด้วยสีที ่4 

แตจุ่ด 3u ประชดิกับจุด 2u ซึ่งลงด้วยสีที่ 4 แล้ว 

เพราะฉะนั้น ไม่สามารถลงสีจุด 3u ด้วยสีที่ 4 ได้ 

ดังนัน้จุด 1u ไม่สามารถเป็น b  เวอร์เทค ให้กับช้ันสทีี่ 1 ได้ 

ได้วา่จุด 3u หรอืจุด 2v จะต้องเป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสทีี่ 1 

แตจุ่ด 3u ประชิดกับจุด 1u จงึไม่สามารถลงสีจุด 3u ด้วยสีที่ 1 ได้ 

ฉะนั้น 2v จะต้องเป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 1  
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รูป 2.7 

พิจารณารูป 2.7 

จะเห็นว่าไม่สามารถลงสจีุด 3u ด้วยสีที่ 1,2 หรอื 4 ได้ 

ดังนัน้จะต้องลงสจีุด 3u ด้วยสีที่ 3 เท่านั้น   

 

 
รูป 2.8 
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จากรูปที่ 2.8 จะเห็นว่าไม่มี b  เวอร์เทค ของช้ันสทีี่ 2 และ 4 

ส าหรับกรณีที่ลงสีตามรูปที่ 2.6 ก็สามารถพิจารณาได้ในท านองเดียวกันว่า 

ไม่สามารถสร้าง 4-คัลเลอร์รงิ ของกราฟ 3,1A ที่ทุกช้ันสมีี b  เวอร์เทค ได้ 

ดังนัน้ ไม่มี 4-คัลเลอร์รงิ ของกราฟ 3,1A ทีเ่ป็น b คัลเลอร์รงิ   

ต่อไปพิจารณา 5-คัลเลอร์รงิ ของกราฟ 3,1A  

ถ้าใหจุ้ด 1v เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสทีี่ 3 จะต้องลงสดีังรูป 

   

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

รูป 2.9 

จากรูปที่ 2.9 จะเห็นว่าจุด 3u สามารถลงสีด้วยสีที่ 3 เท่านั้น 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

รูป 2.10 
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จากรูปที่ 2.10 จะเห็นว่าไม่มี b  เวอร์เทค ของช้ันสทีี่ 1,2,4 และ 5 

นั่นคือ ไม่ม ีb คัลเลอร์รงิ ของกราฟ 3,1A ที่เป็น เป็น bคัลเลอร์รงิ 

เนื่องจาก  3,1 5M A   

และมี 3-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น เป็น b คัลเลอร์รงิ 

แตไ่ม่ม ี4-คัลเลอร์รงิ และ 5-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ 

ดังนัน้  3,1 3A                                                                                          
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พิจารณากราฟ 
4,1A  

 
   

รูป 2.11 แสดงการระบายสีจุด 

ที่เป็น 4-คัลเลอร์รงิของ 4,1A  ซึ่งเป็น b คัลเลอร์รงิ  
 

ก าหนด     4,1: 1,2,3,4f V A   โดย 

  
1 ; , 1 4

2 ; , 1 4
i

i O i
f u

i E i

  
 

  
  

  
3; , 1 4

4 ; , 1 4
i

i O i
f v

i E i

  
 

  
  

เมื่อ  O  แทน เซตของจ านวนเต็มบวกคี่ 

และ E  แทน เซตของจ านวนเต็มบวกคู่ 

และจะเห็นว่า 1 2 1 2, , ,u u v v  เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 1,2,3,4 ตามล าดับ 

ดังนัน้ f  เป็น 4-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ 

ต่อไปจะแสดงว่า ไม่มี 5-คัลเลอร์รงิ ของกราฟ 
4,1A  ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ 
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รูป 2.12  

พิจารณารูปที่ 2.12 

สมมตใิห้จุด 2u  เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสทีี่ 3 

จุดที่ประชิดกับ 2u  มีทั้งหมด 4 จุด คอื 1 1 2 3, , ,u v v u  ตามล าดับ 

ดังนัน้จะลงสีที่ 1,2,4,5 ให้กบัจุด 1 1 2 3, , ,u v v u  ตามล าดับ 

จะเห็นว่าจุด 4u และจุด 4v ไม่สามารถลงด้วยสีที่ 1 ได้ 

ดังนัน้ b  เวอร์เทค ของช้ันสี่ที่ 1 อาจจะเป็นจุด 1u หรอืจุด 3v  

กรณีที่ 1 ถ้าใหจุ้ด 1u เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 1 

  จะต้องลงสีจุด 4u ด้วยสีที่ 4 และลงสีจุด 4v ด้วยสีที่ 5 เท่านั้น 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูป 2.13 

 

 



14 
 

 ซึ่งจากการระบายสีจุดตามรูปที่ 2.13 มีผลท าให้จุด 1v เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสทีี่ 2 

  และยังได้ว่าจุด 3v สามารถลงสีด้วยสีที่ 1 หรอื 2 หรอื 3 

  ถ้าลงสีจุด 3v ด้วยสีที่ 1 จะได้ว่าจุด 2v เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 4 

  แตจ่ะไม่ม ีb  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 5 

  ถ้าลงสีจุด 3v ด้วยสีที่ 2 จะได้ว่าไม่ม ีb  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 4 และ 5 

  ถ้าลงสีจุด 3v ด้วยสีที่ 3 จะได้ว่า 4v เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 5 

  แตจ่ะไม่ม ีb  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 4 

กรณีที่ 2  ถ้าใหจุ้ด 3v เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 1 

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

รูป 2.14 

  จะได้ว่าต้องลงสจีุด 4u ด้วยสีที่ 2 และจุด 4v ด้วยสีที่ 3 เท่านั้น 

  มีผลท าใหจุ้ด 2v เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 4  

  และจุด 3u เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสทีี่ 5 

  และจะไม่มี b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 2 

  จงึสรุปได้ว่าไม่มี 5-คัลเลอร์รงิ ของกราฟ 4,1A ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ 

  เนื่องจาก  4,1 5M A   

  และกราฟ 4,1A มี 4-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ 

  แตไ่ม่ม ี5-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ 

  ดังนัน้  4,1 4A                                                                      
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ทฤษฎีบท 2.1.4   ,1 5mA       เมื่อ  , 5m m   

พิสูจน์   ให้ m  เป็นจ านวนเต็ม โดยที่ 5m      

 จากบทตั้ง 2.1 เราได้ว่า   ,1 5mM A   

 และจากประพจน์ 1.2.16  

 จะได้วา่    ,1 ,1m mA M A   

 ดังนัน้  ,1 5mA   

 ซึ่งเราสามารถก าหนดฟังก์ชันที่เป็น 5-คัลเลอร์รงิ 

 และเป็น b คัลเลอร์รงิของ 
,1mA  ได้ดังนี ้

 ให้     ,1: 1,2,3,4,5mf V A   ก าหนดโดย
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

2

1

2

1

1

2

3

4

5

5

2

3 ; ,3 1

4 ; ,3 1

1 ; , 3 2

5 ; , 3 2

m

m

m

i

i

f u

f u

f v

f v

f v

f u

f v

i O i m
f u

i E i m

i O i m
f v

i E i m

















   
 

   

   
 

   

 

 เมื่อ  O  แทน เซตของจ านวนเต็มบวกคี่ 

        และ E  แทน เซตของจ านวนเต็มบวกคู่ 

จะเห็นได้ว่ามีจุด 1 2 1 2, , , ,mu u v v v   เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 1 ถึง 5 ตามล าดับ 

 จงึสรุปได้ว่า  ,1 5mA                                                             
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รูป 2.15 แสดงการระบายสีจุดที่เป็น b คัลเลอร์รงิของ 
5,1A  

 

 

 

 
 

 

 รูป 2.16 แสดงการระบายสีจุดที่เป็น b คัลเลอร์รงิของ 
6,1A  
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2.2 จ านวน b  โครมาติคของกราฟ ,m nA  เมื่อ 2 4n m     

บทตั้ง 2.2.1 ให้ ,m n  เป็นจ านวนเต็มบวก โดยที่ 3 , 2m n   จะได้วา่ 

กราฟ 
,m nA  ประกอบด้วย 2m  จุด ที่มดีีกรีเป็น 3n  และ  2 1m n  จุด ที่มดีีกรีเป็น 3 

พิสูจน์  เห็นได้ชัดว่ากราฟ 
,m nA  มี 2mn  จุด 

 ซึ่งจุด iu  และ iv  มีดกีรีเป็น 3n  ส าหรับทุก 1,2,...,i m  

 และจุดอื่นๆที่เหลอืมีดกีรีเป็น 3 

 ดังนัน้กราฟ 
,m nA  ประกอบด้วย 

 จุดที่มีดกีรีเป็น 3n  จ านวน 2m  จุด 

 และจุดที่มีดกีรีเป็น 3 จ านวน  2 2 2 1mn m m n    จุด                          

     

บทตั้ง 2.2.2 ถ้า 2 4n m   แล้ว  , 2m nM A m  ส าหรับทุก , , 3m n m   

พิสูจน์   จากบทตั้ง 2.2.1 ได้วา่กราฟ 
,m nA  ประกอบด้วย 

 2m  จุด ที่มดีีกรี 3n  และ  2 1m n  จุด ที่มีดีกรีเป็น 3   

 จาก 2 4n m   จะได้ว่า 3 2 1n m    

  และจาก 3m  จะได้วา่ 2n   และได้ว่า  2 1 6 4m n    

 ดังนัน้กราฟ 
,m nA  มี 2mจุด ที่มดีีกรีอย่างนอ้ย 2 1m  

 และมีมากกว่า 4 จุด ที่มดีีกรี 3 

 เนื่องจาก 2 6 4m     

 ดังนัน้  , 2m nM A m                                                          

  

ทฤษฎีบท 2.2.3   ถ้า 2 4n m   แล้ว  , 2m nA m    ส าหรับทุก , , 4m n m   

พิสูจน์  จากทฤษฎีบท 2.2.2  

 จะได้วา่   , 2m nM A m  

 และจากบทแทรก 1.2.16 

 ได้วา่   , 2m nA m   

 ซึ่งสามารถสร้างฟังก์ชัน    ,: 1,2,...,2m nf V A m   

 ที่เป็น 2m คัลเลอร์รงิ และ b คัลเลอร์รงิ ได้ดังนี้                             
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กรณทีี่ 1 เมื่อ m เป็นจ านวนเต็มคู่ 

ก าหนด     ,: 1,2,...,2m nf V A m โดย 

ส าหรับแต่ละ  1,2,...,2i m ให้ 

   2if u i  

   2 1if v i   

  ,1 2 3if u i   

  .1 2 4if v i   

    , 1 2 2 1i nf u i m     

  , 1 2i nf v i   

  , 2 3 ; 2 2 6i jf u i j j m       

  
 

,

2 2 2 ; , 2 6 1

2 4 ; , 2 6 1
i j

i m j O m j n
f u

i j E m j n

       
 

     
 

  , 2 4 ; 2 2 6i jf v i j j m       

  
 

,

2 2 1 ; , 2 6 1

2 5 ; , 2 6 1
i j

i m j O m j n
f v

i j E m j n

       
 

     
 

เมื่อ     คือการบวกมอดูโล 2m  

แล้ว  O  แทน เซตของจ านวนเต็มบวกคี่ 

และ  E  แทน เซตของจ านวนเต็มบวกคู่ 

จะได้วา่ f เป็น 2m คัลเลอร์รงิ 

ซึ่งมี 1 1 2 2, , , , ,...,m mv u v u v u เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 1,2,3,...,2m  ตามล าดับ 

นั่นคือ f เป็น b คัลเลอร์รงิ 

ดังนัน้  , 2m nA m   เมื่อm เป็นจ านวนเต็มคู่   
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รูป 2.17 กราฟ 
6,8A  

 
 

รูป 2.18 ตัวอย่างการระบายสีจุดที่เป็น 12-คัลเลอร์รงิ และเป็น b คัลเลอร์รงิของ 
6,8A  
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กรณทีี่ 2 เมื่อ m เป็นจ านวนเต็มคี่ 

ก าหนด     ,: 1,2,...,2m nf V A m  โดย 

ส าหรับแต่ละ  1,2,...,2i m ให้ 

   2if u i  

   2 1if v i   

  ,1 2 4if u i   

  ,1 2 5if v i   

  ,2 2 3if u i   

  ,2 2 4if v i   

    , 1 2 2 1i nf u i m     

  , 1 2i nf v i   

  , 2 4 ; 3 2 6i jf v i j j m       

  
 

,

2 2 1 ; , 2 6 1

2 6 ; , 2 6 1
i j

i m j O m j n
f v

i j E m j n

       
 

     
 

  , 2 3 ; 3 2 6i jf u i j j m       

  
 

,

2 2 2 ; , 2 6 1

2 5 ; , 2 6 1
i j

i m j E m j n
f u

i j O m j n

       
 

     
 

เมื่อ    คือการบวกมอดูโล 2m  

แล้ว O  แทน เซตของจ านวนเต็มบวกคี่ 

และ E  แทน เซตของจ านวนเต็มบวกคู่ 

จะได้วา่ f เป็น 2m คัลเลอร์รงิ 

ซึ่งมี 1 1 2 2, , , , ,...,m mv u v u v u เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 1,2,3,...,2m   

นั่นคือ f เป็น b คัลเลอร์รงิ 

ดังนัน้  , 2m nA m   เมื่อ m เป็นจ านวนเต็มคี่                                                       
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รูป 2.19 กราฟ 
5,6A  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูป 2.20 ตัวอย่างการระบายสีจุดที่เป็น 10-คัลเลอร์รงิ และเป็น b คัลเลอร์รงิของ 
5,6A  
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ทฤษฎีบท 2.2.4   3, 6nA   ส าหรับทุก , 2n n    

กรณทีี่  2n    

พิจารณากราฟ 
3,2A  

 

รูป 2.21 ตัวอย่าง 6-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิของ 
3,2A  

ก าหนดให้    3,2: 1,2,3,4,5,6f V A    โดย 

  
  3 ; 1 3if u i i     

    ; 1 3if v i i    

   ,1

6 ; 1

2 ; 2 3
i

i
f u

i i


 

  
  

 
 

 ,1

3 ; 1

1 ;2 3
i

i
f v

i i


 

  
 

จะได้วา่ f  เป็น  6-คัลเลอร์รงิ 

ซึ่งมี 1 2 3 1 2 3, , , , ,v v v u u u เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสีที่ 1,2,3,4,5,6   

นั่นคือ f เป็น 6คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ   

ดังนัน้  , 2 6m nA m     
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กรณทีี่   2n    

เมื่อก าหนดฟังก์ชันตามกรณีที่ 2 ในการพิสูจนท์ฤษฎีบท 2.2.3 

 จะได้ขอ้สรุปในท านองเดียวกัน 

 นั่นคือ 3,nA  มี 6-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิ  

 โดยที่ม ี 3 1 1 2 2 3, , , , ,v u v u v u  เป็น b  เวอร์เทค ของช้ันสทีี่ 1,2,3,4,5,6  ตามล าดับ 

 จากทฤษฎีบท 2.2.2 ได้วา่  3, 6nM A    

 เพราะฉะนั้น  3, 6nA   เมื่อ 2n                                               
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ตารางสรุปผลการศึกษา 
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รูป 2.16 ตัวอย่าง 6-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิของ 
4,2A  

 

 
รูป 2.17 ตัวอย่าง 7-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิของ 

4,3A  
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รูป 2.18 ตัวอย่าง 6-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิของ 
5,2A  

 

 

รูป 2.19 ตัวอย่าง 7-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิของ 
5,3A  

 

 



27 
 

 

รูป 2.20 ตัวอย่าง 8-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิของ 
5,4A  

 

รูป 2.21 ตัวอย่าง 9-คัลเลอร์รงิ ที่เป็น b คัลเลอร์รงิของ 
5,5A  
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